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Einleitung. 

Die vorliegende Arbeit schliesst sich an eine Abhandlung von 
Herrn Prof. Hubert: „Ueber einen allgemeinen Gesichtspunkt für 
invariantentheoretische Untersuchungen im binären Formenge- 
biete" *) an. In dieser Arbeit hat Prof. Hubert eine Methode 
angegeben, mittels welcher es möglich war, für eine Form ge- 
rader Ordnung ein System irrationaler Invarianten und Cova- 
rianten anzugeben, dessen Studium nicht nur an sich von hohem 
invariantentheoretischen Interesse ist, sondern das sich auch als 
ein fruchtbares Hülfsmittel für die Behandlung gewisser auf die 
Grundform und deren rationale Covarianten bezüglicher Fragen, 
wie Darstellung dieser Gebilde, mögliche Ausartungen der Grund- 
form u. s. w., erweist. Meine Absicht ist es nun, zu zeigen, dass 
man auch für eine Form ungerader Ordnung ein solches System 
von irrationalen Invarianten und Covarianten aufstellen kann, das 
eine ähnliche Bedeutung besitzt, wie das der Hilbert'schen Ab- 
handlung für eine Form gerader Ordnung. Wir gelangen hierzu, 
indem wir von einem gewissen allgemeinen Probleme ausgehen, 
das auch den Ausgangspunkt jener Abhandlung bildet und dessen 
Specialisation einerseits zu den Untersuchungen von Herrn Prof. 
Hubert, andrerseits zu den Betrachtungen dieser Arbeit führt. 
Dieses Problem können wir folgendermassen formulieren. 

Es sei ein System von binären Grundformen vorgelegt: f v f v 
/ 3 , . . . ; es sollen die invarianten Beziehungen untersucht werden, 
die dieses Formensystem zu der Gesamtheit aller binären Formen 
von einer beliebigen Ordnung besitzt. Wir wählen zu dem Zweck 
x Formen aus jener Reihe f v /*„, ... aus, wobei auch eine und die- 
selbe Form öfter vorkommen kann, und setzen sie zu einer zu- 



1) Math. Ann. 28, pag. 881 ff. 
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nächst völlig willkürlichen Form q> in Beziehung. Jene x Formen 
seien f ,/*,..., f . Wir ordnen ihnen gewisse Ueberschiebungs- 

zahlen zu: 



*n *v • • •» * x 



und bilden nun der Reihe nach folgende Ueberschiebungen : 
(1) <**» ^H = * 



• 



0, » Oi = *«• 

*x * 

Die Ordnungen der Formen f , f, . . ., /V seien beziehungsweise 

n v n v . . ., n x , die der Formen 9; qp„ . . ., 9 x ebenso v; v„ ... v h . 

Dann bestehen zwischen den Ordnungszahlen der Formen und den 
Ueberschiebungszahlen folgende Relationen: 

Wj — 2i t = v x — v 
n t -2i t = v x -v x 



n — 2i = v —v . 

XX X X— 1 



Wir verlangen jetzt, dass die Ordnung der letzten abgeleiteten 
Form <p mit der der Ausgangsform q> übereinstimmt; hierfür 

haben wir offenbar folgende notwendige und hinreichende Bedin- 
gung: 

(2) n x + n % + ~- + n % = 2(i l + i 1 + -» + * ii ), 

die von der Ordnungszahl v von <p unabhängig ist. Wenn die 
Ueberschiebungszahlen i dieser Relation gemäss gewählt sind, dann 
und nur dann gelangt man von der Form <p aus in der angege- 
benen Weise zu einer Form <p von derselben Ordnung wie qp. 

Im Besonderen handelt es sich nunmehr um diejenigen Formen 
<p, die sich nach Anwendung jener Operationen bis auf einen con- 
stanten Faktor k selbst reproducieren, für welche also die Bezie- 
hung gilt: 

(3) <p % = l<p. 

Es zeigt sich — und wir werden diese Bemerkung später näher 



— 7 - 

begründen — , dass, falls' die Formen /*■ , f , . . ., f sämtlich die 

allgemeinsten ihrer Art und von einander verschieden sind, es im 
Ganzen v + 1 solcher Formen <p giebt, die der Relation (3) ge- 
nügen. Diese erweisen sich dabei als von einander linear un- 
abhängig. Da aber jede Form einer gewissen Ordnung v sich 
durch v + 1 linear unabhängige Formen derselben Ordnung linear 
darstellen lässt, so erkennen wir, dass wir nach der näheren Unter- 
suchung der sich selbst reproduzierenden Formen q> auch das all- 
gemeine Problem vollständig beherrschen. Und auch in dem 
Falle, dass die Formen f nicht allgemein oder dass sie teilweise 
oder sämtlich einander gleich sind, kann man ein System von 
v + 1 linear unabhängigen Formen vter Ordnung angeben, die das 
Gleiche leisten wie die Formen q> des allgemeinen Falles. In 
jedem Falle genügt zunächst die Untersuchung der 
sich selbst reproducier enden Formen <p. — 

Das Problem, das wir hiermit eingeführt haben, ist in der 
angegebenen Allgemeinheit sehr schwer zu behandeln. Es erweist 
sich darum zunächst nötig, es zu specialisieren. Den Fall x = 1 
hat Herr Prof. Hubert in der oben angeführten Abhandlung aus- 
führlich untersucht und damit auch schon die wichtigsten Gesichts- 
punkte für die Untersuchung des allgemeinen Problems gewonnen. 
Nach (2) ist hier n x = 2«, , d. h. die zu Grunde gelegte Form 
muss notwendig als von gerader Ordnung angenommen werden; 
die Formen ungerader Ordnung sind damit zunächst ausgeschlossen. 
Hieran knüpfe ich an, indem ich die Behandlung einer Form 
ungerader Ordnung nach den obigen Gesichtspunkten zu 
meiner ausdrücklichen Aufgabe mache. Ich gelange dazu durch 
Behandlung des Falles x = 2. Doch ist die allgemeine Behand- 
lung des Falles x = 2 für uns nicht nötig, vielmehr können wir 
die beiden Formen f = f\ f = y, die hierbei zu Grunde gelegt 

werden, mit einander identisch annehmen. Andrerseits ist es von 
Interesse, den allgemeinen Fall x = 2 (bei verschiedenen oder 
identischen f, g) etwas zu verfolgen. Wir werden dieses um so 
lieber thun, als sich die Theoreme, die wir hierbei gewinnen, fast 
ebenso leicht für allgemeine /*, g ableiten lassen als für g = f. 
Sei jetzt n die Ordnung von f, m die von g , so handelt es sich 
um die Untersuchung derjenigen Formen 9, welche der Relation 

(4) \9,(f,9) P \, = *9> 

genügen, wo p = t„ q = h die Ueberschiebtmgszahlen sind , für 
welche die Beziehung: 
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(5) n + tn = 2(p+q) 
gilt. Obenein muss 

(6) v>p bzw. v>p g — 

sein, damit überhaupt die Bildung der Ueberschiebungen möglich 
ist. Aus (5) erkennen wir, dass die Ordnungen n, m der Grund- 
formen entweder beide gerade oder beide ungerade sein müssen; 
für uns kommt im Wesentlichen nur der letztere Fall in Betracht. 
Nachdem wir dieses etwas verfolgt haben, werden wir weiter- 
hin zunächst in der Weise specialisieren , dass wir die beiden 
Grundformen als von gleicher Ordnung, n = m, annehmen. Da- 
durch gehen die Beziehungen (5), (6) bzw. über in 

(7) p + q = n 

(8) v>p. 

Dabei kann n als ungerade angesehen werden. 

Endlich setzen wir dann g = f als eine Form ungerader 
Ordnung voraus und kommen dadurch zu der eigentlichen Behand- 
lung der oben gestellten Aufgabe. Allerdings tritt dadurch eine 
neue Komplikation ein. Während nämlich Ausnahmefälle bei ver- 
schiedenen g, f nicht eintreten können, so lange die Coefficienten 
dieser Formen als allgemein betrachtet werden, zeigt es sich, dass 
für g = f solche auch schon bei allgemein gehaltenen Coefficienten 
von f eintreten können. Darin liegt auch ein wesentlicher Unter- 
schied, den diese Behandlung der Formen ungerader Ordnung 
gegenüber der der Formen gerader Ordnung besitzt. Uebrigens 
fällt die nähere Untersuchung dieser Ausnahmefälle in die allge- 
meine Untersuchung der Ausnahmefälle überhaupt, auf die wir, 
weil sie von ganz besonderem Interesse und von Wichtigkeit für 
die Betrachtung spezieller Grundformen ist , später des Näheren 
eingehen müssen. 

• §i. 

Die determinierende Gleichung und ihre Wurzeln. 

Die beiden Formen f and g, die wir zu Grande legen, mögen 
f olgendermassen heissen : 
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andrerseits laute die Form <p: 

9> = CC Xl + ( j JCCtX^Xi + '-' + CCyXl. 

Dann ist bekanntlich 

und daher, wenn wir allgemein unter L eine Form verstehen, die 
in jeder Argumentenreihe linear ist: 

tovd, = {6 L a, («;«)-(J)6 l i (,) («; «)+— •}*;+•■• 

Diese Form soll unsrer Forderung gemäss übereinstimmen mit Ay, 
es soll also sein 

Es müssen somit die folgenden v + 1 Gleichungen bestehen: 

i (a;6; a) = Aa 

L ¥ (a; 6; a) = Aa v . 

Fassen wir diese Gleichungen als v+1 Bestimmungsgleichungen 
für die v + 1 inhomogenen Unbekannten 



a x cc t a v 



-i "?, * 



«o' «o* ' a o 



auf, so ergiebt sich der Satz: 

Im Allgemeinen existiert für ein bestimmtes 

i/>j; bzw. v>p ~ — auch ein bestimmtes System 

von Formen <p, welche den Grundformen f\g im Sinne 
der Gleichung (4) zugehören. 

Die v + 1 Bedingungsgleichungen sind homogen in « , a t , . . ., a r ; 
wir können daher diese Grössen eliminieren und erhalten so die 
Bestimmungsgleichung für A, welche heissen möge : 

(10) 4(a, J; A) = 
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oder, wenn ein Missverständnis ausgeschlossen ist, J(X) = 0* 
z/(A) stellt sich als eine (v + l)-reihige Determinante dar, deren 
einzelne Elemente in; jedfcr der Coefficientenreihen a, b homogen 
linear sind, abgesehen von Termen cX, unter c reine Zahlencoeffi- 
zienten verstanden. Bezeichnen also K (a, b) Formen , die in dei* 
a für sich und in den b für sich homogen und linear sind, so 
können wir unsre Determinante in der Gestalt schreiben: 



(11) J(a,b;X) = 



K„{a,b), K 01 (a,b), .... K^^a, b), K w (a,b)-l 
K lt (a, b), K u (a, l), ..., K,, _ t («, b) + ( * ) A, K u (a, b) 

• •••••••••••••••••• 

iT 10 (a, 6) -(-l)'A, K n (a,b), ..., K^&b), K„(a,b) 



Hierin ist der Coefficient von A ,,+1 immer von verschieden ; es 
ist daher unmöglich, dass diese Determinante für jeden Wert von 
k verschwindet. 

Unsere Determinante zeichnet sich nun durch gewisse charak- 
teristische Eigenschaften aus, die wir zunächst abzuleiten haben. 
Die erste dieser Eigenschaften drückt sich in dem Satze aus: 

Die Determinante z/(a, J; A) besitzt gegenüber den 
linearen Transformationen der Grundformen f, g, 
vorausgesetzt, dass beide d er selben linear en Trans- 
formation unterworfen werden, einen invarianten 
Charakter, d. h. entwickelt man sie nach Potenzen 
von A: 



z/(a,6;A) = J k v+l + J X V + J,l r - l + --- + J, 



H-l» 



so sind die Coef f izienten J o9 J,, J t , ..., J r¥l sämtlich 
simultane Invarianten der Grund formen f, g. Die 
Grade dieser Invarianten sind bzw. 0, 1, 2, . . ., v + 1 
in jeder Coef fizientenreihe a, &; ihre Gewichte sind 
bzw. 0, p + q, 2(l> + q), . . ., (v + l)(p + q). 

Diesen Satz beweisen wir in folgender Weise. Durch die 
lineare Transformation 

x x = ax' x + ßx[ 
x t = yx[ + 8x' % 

mit der Transformationsdeterminante 
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mögen f, g, tp beziehungsweise übergehen in f, g\ q>\ Da <p x = (f, (p) p 
eine simultane Covariante der Formen f, <p ist, so hat man 

oder 

<p[ — Q'<Pv 

Da aber Covarianten von Covarianten wieder Covarianten sind, 
so hat man weiter: 

(ff', <P[\ — f*(0, ?>•),• 
Demzufolge ist 

(0, »,),-*» - 9-*"W, 9>D,~ V 

- T^W. *D f - /* V)- 

Hieraus können wir Folgendes schliessen. Unsre beliebig ge- 
wählte Transformation ordnet den Formen f, g, <p mit der Eigen- 
schaft (4) ein andres Formentripel /', g\ <p' zu, welches in analoger 
Weise die Gleichung 

\ff',(f,<p\\, - *V 

befriedigt, wo A' = Q*+ q k gesetzt ist. Ist also A eine dem Formen- 
paare f, g in der angedeuteten Weise zugeordnete Constante , so 
ist A' in gleicher Weise eine solche für das Formenpaar /', g\ 
Aber eine solche Zuordnung findet nach den obigen Ausführungen 
dann und nur dann statt, wenn 4{k) = ist. Da aber, wenn 
4 (A) = ist , die Zugehörigkeit von A ; zu /', g' in dem ange- 
gebenen Sinne statthaben muss , so folgt, dass das Verschwinden 
von d (A) notwendig das Verschwinden von z/' (A') zur Folge haben 
muss, so dass wir die Beziehung ansetzen können: 

z/'(A') = C4(k). 

Hierin muss obenein C eine Constante sein, die sich leicht durch 
Vergleichung der Coefficienten von A v+I ergiebt. Man findet, dass 
die Relation statt hat: 

J'(k') = 9 ™™J(l). 

Diese Gleichung beweist den invarianten Charakter von ^(A). 
Fügt man wieder A' = q** 9 k in diese Gleichung ein, so ergeben 
sich die Gewichte der Coeffizienten der einzelnen Potenzen von 
k] man findet nämlich 
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w-i — »»m Q • 

J ist eine numerische von Null verschiedene Zahl. Weiter zeigt 
nun der Bau der Determinante J (A), dass jeder Coefficient J not- 
wendig in beiden der Reihen a 01 a v . . .; b 01 b v ... vom selben 
Grade homogen sein muss. Sei dieser Grad r, so hat man nach 
der bekannten Relation zwischen Graden und Gewicht einer In- 
variante : 

nr + mr = 2x(p + q) 

und hieraus, da n + m = 2(p + g) ist, 

r = x. 

Unser erster Satz ist damit vollständig bewiesen. Es zeigt sich, 
dass k eine irrationale Invariante der Grundformen 
f, g vom Gewichte p + q ist. 

Um weitere Eigenschaften der Determinante J (A) herzuleiten, 
müssen wir auf den Bau der Form (#, g> t ) q etwas näher eingehen. 
Hierzu benutzen wir die symbolische Darstellung der Formen 
f, g, 9 und ihrer Covarianten. Es sei 

Dann ist bekanntlich 

vi = (/; <p), = (««)^r«r. 

Um nun die qte Ueberschiebung der Form g über q> x ebenfalls 
symbolisch darzustellen, hat man folgendermassen zu verfahren. 
Der Klammerfaktor (acc) p bleibt unverändert stehen. Im Uebrigen 
haben wir das Produkt al" p a^~ p auf alle möglichen Arten q mal 
mit b~ zu falten, jeden so entstehenden Term mit einem gewissen 
Zahlencoeffizienten zu versehen und alle diese Glieder zu addie- 
ren 1 ). Wir erhalten dadurch 



1) S. Gordan, Vorlesungen über Invariantentheorie, II. Bd., pag. 39 ff. 
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oder, wie wir noch übersichtlicher schreiben können: 

(12) (g, <p t \ = M' *.— «c-~ «r™ sV, K («&))' («. wr 

Auf die Kenntnis der Zahlencoeffizienten J^ kommt es im Fol- 
genden nicht an; sie hängen von w, p, q, v ab. Ist einer der 
Exponenten der vor dem 2 "deichen stehenden „Faktoren erster 
Art a negativ, so treten nicht alle g + 1 Glieder auf, sondern nur 
ein Teil von ihnen; auch dadurch wird keine unsrer weiteren 
TJeberlegungen geändert. Uebrigens hätte man zu der Darstel- 
lung (12) auch auf dem Wege gelangen können, dass man y t 
q Mal nach y x , y % polarisiert und darauf y x = — b s , y % = b x ge- 
setzt hätte. Der Ausdruck (12) ist nunmehr weiter zu behandeln. 
Hier machen wir jetzt die erste Specialisierung, die wir nach 
den Bemerkungen der Einleitung vornehmen wollten; wir setzen 
m = n. Wir thun dieses, weil die Behandlung des allgemeineren 
Falles, dass m nicht notwendig gleich n ist, die Discussion höchst 
unübersichtlicher analytischer Ausdrücke nötig macht, deren Be- 
trachtung für unsren eigentlichen Zweck ohne Wert ist. Für 
m = n treten an Stelle von (5), (6) die einfacheren Beziehungen 
(7), (8); die Formel (12) geht jetzt über in 

(13) (g, 9X = (^««^^(^(^(^(aftjr. 

•=o 

In diesem Ausdrucke vertauschen wir beziehungsweise fol- 
gende Grössen mit einander: cc x mit — #,, a % mit x x , a x mit b x , a 2 
mit b v Dadurch gehen über a n in — a m , a a in — (ab), b m in (aa), 
(ab) in — (ab). Hieraus erkennen wir , dass (g, q> x ) q übergeht in 

Um dieses verwerten zu können, müssen wir uns auch die 
ansymbolische Darstellung von (g, q»,) t etwas klarer machen. Be- 
deutet allgemein r eine in den a and a bilineare isobare Form 
vom Gewichte r, so haben wir: 



(f, 9), — P <~* + (P + 1) «T"*" 1 *, + ••• — 9t 
(9,9d, = |*,(P + j) + Ji(? + !-l) + '; + M}^ 

+ {K(#+ä^) + h(p + 2) + --- + 1>mJ>\ x " x * 
+ . . ■ • ■ . • • • •_ • • 

Bedeuten also k° x gewisse Zahlencoeffizienten, so können wir 
schreiben : 
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Führen wir nun die symbolische Bezeichnungsweise ein, so wird 
hieraas : 

Vertauschen wir hierin beziehungsweise cc t mit — # t , a 2 mit x v a t 
mit 6 lf a, mit &,, so erhalten wir einen Ausdruck, der nach Obi- 
gem = (■— l) n+y (g, yj^ sein muss. Wir haben also , wenn wir 
gleich noch q und 6 mit einander vertauschen, um diesen Aus- 
druck mit dem vorigen vergleichen zu können: 



<7 = y fl =sv 



n A __A V 



a=0 n=0 



Der Vergleich dieser Formel mit der vorigen zeigt, dass für die 
Coeffizienten Je folgende Relation besteht : 

Nunmehr kann man die linearen Formen von a und 6, 
2f (a, fc), die in unsrer Determinante ^/ (a, b ; A) vorkommen, wie 

man leicht erkennt, in folgender Weise schreiben: 
Andrerseits ist 

TT 

oder, wenn man x' = q —p ■{•v — n setzt, 

Die zuletzt geschriebene Summe erstreckt sich zwar zunächst 
nicht über dieselben Werte von n wie die oben für K (a, b) an- 

geschriebene Summe. Es ist aber zu bemerken, dass einem jeden* 
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Terme eines Gliedes der Determinante ein Term des zur Hori- 
zontalreihe symmetrischen Gliedes entsprechen mnss, in welches 
es zufolge nnsrer Relation, bis auf das Vorzeichen (— l)" +y , über- 
geht, wenn man in ihm die a und b vertauscht. Hieraus folgt, 
dass jene beiden Summen in der That mit einander identisch sein 
müssen; wir haben damit die Beziehung gefunden: 

(15) K x $ (b, a) - (- ir* K h % (o, b). 

Von hier ans kommen wir nun leicht zu einer neuen wich- 
tigen Eigenschaft der Determinante J(a, b; A). Vertauschen wir 
nämlich in ihr Horizontal- and Vertikalreihen (s. (11)), so be- 
kommen wir 



^(o, b; l) - 



K m (a,b),'K m (a,b) *_,..(«, b), K„(a,b)-(-iyi 

K„(a,b), K tt (a,b), . . ., *_>,&)-(-!)*- (*)*, K Kt (a,b) 



K»(a,l>)-1, ■£.,(«> 6 )> •••» K„ <t (a,b), K„(a,b) 

oder zufolge der Relation (15): 

J(a, b; X) = 
K„(b, a), K 0l (b, o), . . ., #,,,._,(&, a), K tr (b, a)-(-l)"A 

K„(p, a), K tl (b, a), .... K,,„(b, a) +(-!)• (j)i, K„Q>,a) 



(-1) 



(»+V) (V+l) 



• 



*..(*> «)-(-ir v A, *„(&, a), . . ., K v ^ t (b, a), 2^(6, a) 
= (_l)<-+»<*+»^(6, a; (-1)"A). 

Die Relation, die wir hiermit gefunden haben, 

(16) J(a, 6; A) = (-l) (v+1)( - +r) ^(6, a; (-1)"A) 

bildet den Ausgangspunkt für die weiteren Betrachtungen. 
Im Einzelnen haben wir drei Fälle zu unterscheiden: 

1) n gerade, so stets: J(a, b\ A) = J(b, a; A) 

2) n ungerade, v gerade: J(a,b;l) = —4(b, a\ — A) 

3) n ungerade, v ungerade: J(a, 6; A) = J(b, a; — A). 

Wir benutzen diese Relationen in ihrer Allgemeinheit hier 
zunächst nicht weiter, sondern machen nunmehr die letzte Spe- 
cialisierung und nehmen die beiden Grundformen f, g mit einander 
identisch an* Dadurch gehen die simultanen Invarianten von f 
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und g in Invarianten der einen Grundform f über. Im ersten 
Falle, dass diese Form von gerader Ordnung ist, erhalten wir 
dann keine neue Eigenschaft der Determinante J(X), denn unsre 
Relation lautet hier: 

J(a, a\ X) = J(a, a\ X). 

Wenn aber f eine Form ungerader Ordnung ist — und 
diesen Fall wollen wir nach den Bemerkungen der Einleitung 
allein ausführlich betrachten — so bekommen wir in der That 
eine wesentliche, einfache Eigenschaft der Determinante, und zwar 
eine andre, je nachdem v gerade oder ungerade ist. Wir haben 
somit zwei Hauptfälle zu unterscheiden : 

I. v = 1, mod(2) :J{X) = J{-X) 
* ' IL v = 0, mod(2):^/(il) = -J(-X). 

Im ersten Hauptfalle ist also J eine gerade, im zweiten eine 
ungerade Funktion von X. 

Für die Wurzeln X = A*° der Gleichung J(X) = bedeutet 
dieses, dass sie im ersten Hauptfalle einander paarweise entgegen- 
gesetzt gleich sind; und dass dieses ebenfalls im zweiten Haupt- 
falle mit v Wurzeln der Fall ist, während die (v + l)te Wurzel 
= ist. Dementsprechend wollen wir diese Wurzeln X ¥) fol- 
gendermassen anordnen: 

T 1(0) 1(1) - 1(0) 1«) 1(8) '_ 1«) i(v-i)- 1(V) _ i(»-i) 

X. A , A^ A , A , A — A , . . ., A , A A 

1 ' IL X w , a (,) = - r>, . : ., X™, r- !) = - x iv -*\ X w = 0. 

Es kann nun vorkommen, dass von den Wurzeln X lil) einige ein- 
ander gleich sind, selbst bei allgemein gehaltenen Coeffizienten 
der Form f. (Ist g 4= fi so können derartige Ausnahmefälle nur 
eintreten , wenn zwischen den Coeffizienten der Formen f, g ge- 
wisse Relationen bestehen). Wir schliessen diese Vorkommnisse 
zunächst aus und behandeln zuerst den allgemeineren Fall, dass 
die Wurzeln A (0> , A (1) , . . ., X™ sämtlich von einander verschieden 
sind. Auf den Fall der Gleichheit einiger Wurzeln kommen wir 
im § 4 zurück. 

. §2. 
Die Bestimmung des Formensystems <p. 

Nachdem wir im vorigen § von den Eigenschaften der Deter- 
minante J{X) und ihrer Wurzeln X {fi) gesprochen haben, wenden 
wir uns zur Bestimmung der Formen (p selbst. Die hierzu nötigen 
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Betrachtungen fuhren wir zunächst wieder für den Fall durch, 
dass beide Formen f y g zwar von derselben Ordnung, aber nicht 
notwendig mit einander identisch sind; sie werden dadurch nicht 
schwerer, wohl aber etwas übersichtlicher. Es sei k { ^ eine Wurzel 
der Gleichung J (X) = 0; wir wollen die ihr zugehörige Form 



9 w = or*:+(][)< ) *r i *.+-"+«r* 



bestimmen. Für die Coeffizienten a%\ af\ . . ., ajf° dieser Form 
haben wir die folgenden Gleichungen : 

(19) 

Diese v + 1 linearen Gleichungen mit den v + 1 homogenen Unbe- 
kannten sind wegen J (k <fl) ) = mit einander verträglich ; es giebt 
also im Allgemeinen eine und nur eine Form 9 W , welche der 
Wurzel l^ in dem angegebenen Sinne zugehört. Um sie zu finden, 
fingieren wir eine weitere Unbekannte u und betrachten an Stelle 
von (19) das folgende Gleichungssystem: 

(20) 

(-irir ro ar+(-ir , ^ 1 < , .+-+Ä w c-^ , «r+(-iry> = o 

dem wir noch die Gleichung 

(2i) (-i)vr asj+o-iyY j) «& * 1 *r , +-- : +(-i) v «r*i-(-i)>^ = o 

hinzufügen. Damit haben wir v + 2 lineare Gleichungen mit den 
v + 3 homogenen Unbekannten et*', aJÜ,, . . ., aj°, u, y< <u ' erhalten, 
deren Bestimmung nach bekannten Sätzen aus der Theorie der 
linearen Gleichungen erfolgt. Man hat nämlich 

\**) = jy> . jq . _ < , ^> . j( X w) ..j(x,y; A <u) ), 

worin Jf\ Jfl lt ... die den Unbekannten af\ ajü',, ... zugehöri- 
gen leicht angebbaren Determinanten bedeuten und J{x, y; A*'"), 
das wir ausführlicher auch J(a, b; x, y\ A"") schreiben wollen, den 
Wert hat: 

2 
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(23) J (a, b; x, y; X"°) = 

■Koo («» *). K n K &) Äo,v_, («t V), -K",, (o, 6) 

tf I0 (a, 6), K tl (a, b) K^a, &)+( j)i*°, K lf (a, *>), 






y\ 



K„(a,b)-{-iyi?\ K n (a,b), ..., K Vt „(a,b), K„(a,b), (-l)'tf 

*;, -(i)*,*r, •••. (-ir(i)^r^ (-i)x, o 

Zudem zeigt sich u = 0, woraus wir erkennen, dass die gefun- 
denen Lösungen (22) thatsächlich auch Lösungen unsres ursprüng- 
lichen Gleichungssystems (19) sind; diese sind somit auch unab- 
hängig von den eingeführten Parametern y v y r 

Die Determinante J(x, y; k) besitzt ähnlich wie die Deter- 
minante J (k) gewisse ausgezeichnete Eigenschaften. Durch Schluss- 
folgerungen, die den für J(k) auf pag. 10 ff. geführten ganz 
analog sind, beweist man zunächst den invarianten Charakter von 
J(x, y;A): 

Die Determinante J(x, y; k) ist ein invariantes Ge- 
bilde der Grundformen /*, g vom Gewichte v(» — l); d. h. 
entwickelt man sie nach Potenzen von k: 

so sind , C v . . ., C v ganze ratio nale Covarianten von 
der Ordnung v in den x sowohl wie in den y, ferner 
beziehungsweise von den Graden 0, 1, . . ., v sowohl 
in den a als auch in den b. 

Dieser Satz ist an die Voraussetzung gleicher Ordnung von 
f und g überdies nicht gebunden. Wohl aber gilt dieses von den 
weiteren Ueberlegungen. Vertauschen wir in der Determinante 
(23) die a mit den b einerseits und die x mit den y andrerseits, 
so erhalten wir 



J(b, a; y, x\ k) = 
K m (6, a), K 01 (b, a), . . ., Ä^ M (6, a), K ov (b, a) 

K 10 (b,a), JST u (6 f a), . . ., K lv _ x (6, a) + ( * J A, K lv (b, a), 



-A, m 



Z»(P,a)-(-iyX, ■£,,(&,«), ..., #,,_,(&, a), #„(&,(•), (-1)'«? 

*;, -(i)y.yrs .... (-ir(J)»r*y., (- i»r, o 
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oder' zufolge der Relation (15) and nach Vertauschung der Hori- 
zontal- und Vertikalreihen 

J(b, o; y, «; A) = (-1J»«« x 
K ot (a, b), K 01 (a,b), K t ,(a, J)-(-l)"A, tf 



K 10 



(a, b), K n (a, 6), , K lv (a, b), _( J jy.tf-» 



■s"« («. &) - (- ir ' *, *« («. &),..., *~ («, »), (- l) r »I 

#,, — I ^ J x x x t ,...,(— 1) x v 

Es ergiebt sich somit die Relation: 

(24) J(b, a; y, *; A) = (-iy™J(a, 6; *, y; (-1)*A). 

Im Einzelnen bekommen wir in den vier möglichen Fällen, von 
denen für ans nnr die beiden letzten Bedeutung haben, folgende 
Beziehung : 

1) n = 0, (2); v = 0, (2) 

J(b, a; y, X] A) = J(a, 6; x, y; A) 

2) n = 0, (2), * = 1, (2) 

J(b, a; y, #; A) = -^/(a, 6; #, y; A) 
I. n = 1, (2); v = 1, (2) 

J(b, o; y, z; A) = ^/(a, b; a, y; -A) 
IL n = 1, (2); v = 0, (2) 

^/(6, a; y, s; A) = ^/(a, &; x, y; -A). 

Die Beziehung ist also für unsre beiden Hauptfälle die gleiche. 

Um unter Zugrundelegung dieser Relationen die Form qP* 
wirklich zu bestimmen, beachten wir zunächst, dass nach (22) 
J (a, b ; x, y ; A) mit qp <M) (x) proportional ist. Wir schliessen daraus, 
dass wir den Ansatz machen können: 

(25) J (a, 6; *, y ; A) = <p«<> (*) . <T (y), 

wo ^(y) eine gewisse noch unbekannte Funktion von y t , y^, a f b ist. 
Die weitere Bestimmung der Form q> { ^ führen wir nur für 
den Fall g = f (und zwar n ungerade) durch; wir können dann 
die Gleichung (24) einfacher folgendermassen schreiben: 

2* 
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J(y,X]k) = J{x,y) -A); 

oder da in beiden Hauptfällen A^ +1) = — A^ ist, unter p eine ge- 
rade Zahl verstanden: 

Jfa x\ in = J(x, y; A<* + "). 

Im zweiten Hauptfalle ist dabei der Fall ft = v besonders zu be- 
trachten; hierfür ist A (V) = 0, also 

^(y,»;0) = ^(*, y;0). 

Schliessen wir ihn für einen Augenblick aus, so ist nach (25) 

J(x,y;k^) - <p*\x)^(y) 



also folgt 



und daher ist 



9<" &)*<"(*) = qf" n (x)lfl* l} to) 



^+« _ gp» 9 
Wir gelangen somit zu den Gleichungen 

j(x, r ,»n = < , (*)^ +,, (y) 

J(x,y; A* +1) ) = q>^ l) (x)(p^(y). 
In dem noch unerledigten Falle p = v (für II) ist nach (25): 

J(x,r,0) = qf* (X)1P fy), 
also folgt 

qf»fy)ir>(x) = f^rw, 
mithin 

und hieraus: 

^(z,y;0) = qf»(x)if»fy). 

Die Formen # haben sich damit in jedem Falle als übereinstim- 
mend mit den Formen <p erwiesen. 

Führen wir beide Hauptfälle getrennt auf, so haben wir dem- 
nach die beiden folgenden Gruppen von Formeln : 

Hauptfall I : 

(26) j{x, y; A*™) - <^ +,) (*0 <> (y) } p = 0, 2, ..., *-l. 

J(x, Xi A«°) = J(x, x; A** +1) ) = <p*\x)<p** l) (x) 
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Hauptfall II: 

j(x,r,n = 9* (*)**" W \ 

J(x, y] A«* +1) ) = <p ifA + l) (x) <pW(y) U = 0, 2, . . ., i/-2. 

(27) J(x, X) A^) = J(x, x] A< tt+1) ) = g> (tl) (x)(p ( f l+l) (x) ) 

J(x, 9i 0) = 9 W (*)9 W M 

J{x,x-,0) - [ 9 «(*)]\ 

Wir bemerken noch, daß wir bei den Betrachtungen dieses § 
von der Voraussetzung lauter verschiedener Wurzeln Ä (U) keinen 
Gebrauch gemacht haben. Dagegen muss notwendig angenommen 
werden , dass die Determinante J {x ) y\ A^) nicht identisch ver- 
schwindet; andrenfalls ist die Form q)^\x) nicht eindeutig be- 
stimmt. Wir kommen hierauf in § 4 zurück. 

§3. 
Charakteristische Eigenschaften des Formensystems q>. 

Die am Schlüsse des vorigen § abgeleiteten Formeln (26), (27) 
ermöglichen in beiden Hauptfällen die Bestimmung des Formen- 
systems q>. Zur Kenntnis dieser Formen qp (,u> ist nötig die Kennt- 
nis gewisser rationaler Covarianten und der irrationalen Inva- 
rianten A (u) . Die Form ^(x) erscheint somit als eine irrationale 
Covariante der Grundform f. Dem Systeme dieser irrationalen 
Covarianten qft l) {x) kommen nun gewisse charakteristische Eigen- 
schaften zu, die zu besprechen die Aufgabe dieses Paragraphen 
sein soll. Die nähere Untersuchung dieser Eigenschaften führt 
gleichzeitig zu einer interessanten Darstellung gewisser rationaler 
Covarianten von f durch die Formen qp. 

Die v + 1 Formen qp^° sind von einander linear un- 
abhängig. 

Diesen Satz beweisen wir indirekt. Wir nehmen an, es be- 
stände zwischen ihnen eine lineare Relation: 

c i0) (p m + c il) (p a) + -~ + c ll0 <p w = 0, 

wo die c ¥) Constante bedeuten. Nach der Definition der qp* ist 

(28) \f, (f, qn,), = ^V', 

also auch 

c^ \f, (f, <p l »\\ , = C"> X<*> <p<» 
oder 
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Bilden wir diese letzte Gleichung für ft = 0, 1, 2, . . ., v und 
summieren sie, so folgt 

c (0) A (0) $> (0) -}- c (1) A (i y !> + - • • + c m X w <p M 

= {/i (f, c (0) < + c (1) ?<» + . . ■ + c<» q><% } r 
Bestände also obige lineare Relation, so wäre 



V m <f» 9 ™ + X™c ll) q> { " + -.- + X w c w <p w = 0. 

Ebenso multiplizieren wir die Gleichung (28) mit c ¥) X^ und addie- 
ren für p = 0, 1, . .., v) wir erhalten dadurch: 

A (0> . c (0) ^« + A (l). ^1) y (.) + . . . + 4 W1 c <* y (r) 

= JA (f, A (0) c <0 > (0) + r ) c (1 > (1) + .-- + A w (? w 9 ) w ),} 7 
= 0. 

Fahren wir so fort, so bekommen wir im Ganzen das System fol- 
gender Gleichungen: 

c m q>™ + <t l) <p (l) + --' + c w <p w = 

A (0) c (0) g) (0) + A (l) c (l) 9) (l) + ... + A (») c (r) 9) (v) _ 



A (0) r c (0) ^(0) + A (i) * c (i) ^(i) + . . . + A (t) v c w ^w _ Q # 

Eliminieren wir aus diesen Gleichungen die v + 1 linear auftreten- 
den homogenen Grössen c (0) y (0) , c (l> g> (1> , . . ., c (v) <p M , so folgt als not- 
wendige Beziehung: 



1 


1 


.. 1 


A (W 


A n> . 


.. A w 


A <w * 


A a " . . 


,. A Wi 


ä m»» 


A (U ' . . 


. A w * 



= IT (A^-A 00 ) — 0. 

p4= * 



Wegen der vorausgesetzten Verschiedenheit aller A (/i) kann diese 
Gleichung nicht bestehen ; die lineare Unabhängigkeit der Formen 
9^ ist damit bewiesen. 

Man erkennt übrigens, dass dieser Beweis auch für zwei ver- 
schiedene Grundformen f, g gilt ; ebenso einfach ist es , ihn auf 
den Fall einer beliebigen Anzahl von Grundformen auszudehnen. 
Damit ist die pag. 7 aufgestellte Behauptung der linearen Unab- 
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hängigkeit der sich selbst repro datierenden v + 1 Formen tp im 
allgemeinsten Falle bewiesen. 

Zwischen den Formen qp (,u) besteht weiter eine eigentümliche 
invariante Beziehung, die wir folgendermassen ableiten. Die Glei- 
chung (28) überschieben wir v mal über die Form 9™, so dass wir 
erhalten : 

I [/".(/■. ^ u, U. <P™1 = a"*V', 9""),. 

Nun ist nach (13) 



wo nunmehr die a, b gleichwertige Symbole derselben Form f be- 
zeichnen und qf- l) {x) = n£' or gesetzt ist. Nach bekannten, schon 
früher (S. 12) benutzten Regeln über die Bildung von Ueberschie- 
bungen folgt hieraus weiter: 

(29) |i/;ß^u.*% = 

(aa^Y (ba m ) p (a«° a (x) ) v -' § { J { ((acc m ) (a< tt) b)) { ((«^ a (w ) (ab))^ \ . 

• = o 

Es ist daher auch 

* = o 
Vertauschen wir hierin f* und x, so folgt 

A tx, (y (x) , 9^), = 



Hierin können wir die gleichwertigen Symbole a, b mit einander 
vertauschen und erkennen dann, dass die rechte Seite der letzten 
Gleichung mit der rechten Seite der vorigen Gleichung bis auf 
das Vorzeichen übereinstimmt. Wir erhalten somit die folgende 
Relation 

(^-(-l)"^)^, g*™) = 
oder, da wir hier nur den Fall eines ungeraden n betrachten : 

(lw + X™)(qF } f <p { '% = 0. 

Einer der auf der linken Seite dieser Gleichung auftretenden Fak- 
toren muss also = sein. Wir schliessen hieraus: 
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Die Relation 



(30) «, ?«"), = 

besteht für alle Werte von p und x, für welche nicht 

ist. 

Wir können überdies leicht angeben, wann hiernach (qfi*, <p i%) ) v 
nicht = zu sein braucht; es tritt dieses ein in den Fällen: 



(31) 



Hauptfall I: p, x = 0, 1; 2, 3; . . .; v — 1, v 



n 



II : p, * = 0, 1 ; 2, 3 ; . . . ; y — 2, v — 1 ; v, v. 



In allen andern Fällen wird bei der vorausgesetzten Verschieden- 
heit aller Wurzeln (qp {u) , qp (X) ) r notwendig = 0. 

Wir können andrerseits aber auch zeigen, dass für die in 
(31) angegebenen Wertepaare von ft, x (y^, q> lil) ) v thatsächlich von 
Null verschieden sein muss. Dieses geschieht auf folgende Weise. 
Da die v + 1 Formen qf a) von einander linear unabhängig sind, so 
ist ihre Functionalinvariante 



= 



a 



(0) 



a 



u 



(i) 



a 



(0) 

1 
(1) 



(0) 
*"> 

/y (I) 



o» et? 



a 



(V) 



von Null verschieden. Nun ist 1 ) 
(9 m ,9 m X, (<P m ,9«\, ■ 



•) 






(<P"\ <*),, «, <')., 



W'\ O, 



= #<*', 



wo N einen gewissen numerischen Paktor bedeutet. Die hier auf- 
tretende Determinante ist aber unter Benutzung der Relationen 
(30) leicht auszuwerten; wir finden 

(32) Hauptfall I : (<p w , <p w )l (<p a \ <p«>)l . . . fo,^» <p">); = N& 

„ ii : «, o; «, y«'); . . . (<p™, <p™y t &«>, ,,<*>), = n&. 

Da $ 4= ist, so gilt dieses auch von jedem der auf der linken 
Seite dieser Gleichungen stehenden Faktoren; in den Fällen der 
Tabelle (31) ist also (<p' u \ q> (x \ in der That von Null verschieden. 
Damit ist unsre Behauptung erwiesen. 



1) S. den analogen Schluss der Hilbert'schen Abhandlang, pag. 404. 
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Wir untersuchen die Eigenschaften des Formensystems g> 
weiterhin unter Zugrundelegung der Gleichungen (26), (27). Die 
Determinante J{x,y\ A) ist eine Co Variante der Grundform f mit 
den beiden cogredienten Variablenreihen x v x % \ y„ y v Wir behan- 
deln sie mittels des bekannten Clebsch'schen Operationsprozesses 
ß. Dieser ist definiert durch 



Ä = J_(_*! «LA 

p . v \ dx t dy, dy x dx % ) 



wo p, v beziehungsweise die Ordnungen der Form, auf welche die 
Operation angewandt werden soll, in den x und y sind. Die An- 
wendung des Ä-Prozesses auf eine Covariante liefert wieder eine 
Covariante und zwar ist 

Berücksichtigen wir nun einerseits die Entwicklung der Deter- 
minante J(x,y)X) nach Potenzen von l, andrerseits die Glei- 
chungen (26), (27), so folgt nach <*- maliger Anwendung der Ope- 
ration H auf diese Gleichungen und hierauf erfolgender Gleich- 
setzung der beiden Variablenreihen y 1 = x t \ y, = x % folgende 
Gruppe von Relationen: 

Hauptfall L 

'"' =«>,<■■). j ; : * % ; ; ;; \z\ 

a° j = a*** a«" + ci"- ,m a 01 "^ + • • • + c^zi? a^ 

— W ,9 )a j tf = 1, 3, . . ., V. 

Hauptfall II. 
(33) ß" J = C***° V° ' + Ci"-* <n A*"^' + • • • + CS** 

"" = «,,->. j :r ; 2 2 ;;::;;- 2 

SV J = c^ , iv~ 1 + c?" a) x (,l,r -' + ••■ + <%££' w 

ä ö ^ = er™ = ( V ^ f <p w )o « — o, 2, . . ., t/. 
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Um die Entstehung dieser Formeln noch etwas zu erläutern, be- 
merken wir, dass notwendig &* J(x, y\ A ( '°) bei geradem 6 eine 

gerade, bei ungeradem 6 eine ungerade Funktion von A (u> sein 
muss. Es folgt dieses leicht, wenn man die Operation Ä wieder- 
holt auf die rechten Seiten der Gleichungen (26), (27) anwendet. 
In (33) bedeuten die C sämtlich Co Varianten der Grundform f\ 
der obere Index bedeutet überall die Ordnung in den x, der un- 
tere den Grad in den Coeffizienten a von f. 

Indem wir nunmehr das Gleichungssystem (33) für die ver- 
schiedenen dort angegebenen Werte von p aufstellen, erhalten wir 
in den einzelnen Fällen ein System von Gleichungen, aus denen 
wir einige der Covarianten C eliminieren können. Wir haben im 
Ganzen vier Fälle zu unterscheiden, da jeder der beiden Haupt- 
falle wieder in zwei Unterfalle zerfällt, je nachdem 6 gerade 
oder ungerade ist. 

I. Hauptfall; 6 gerade. 

Wir haben hier zusammen — ^ — Gleichungen (nämlich für 

v — 1 
p = 0, 2, . . ., i/ — 1) und können aus ihnen die — ~ — Grössen 

C?~* a \ C%-™, ..., OST™ eliminieren; wir erhalten dann: 



X*V-*0) 1(*-1)T-1 



A w-n« a«-«« ... f l j (^e-^ ^X-C?™* 



= o, 



oder indem wir diese Determinante nach der letzten Vertikalreihe 
entwickeln ; 

Hierin bedeutet z. B. TJ, dass von den möglichen Werten von 

i, k (i < Je) der Wert auszunehmen , dass also das Produkt sich 
nur über t, k = 2, 4, . . ., v — 1 erstreckt. Indem man an der 
letzten Gleichung einige leichtere Umformungen vornimmt, erkennt 
man, dass man ihr die folgende Gestalt geben kann: 
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n. n. n~ • ' 

worin JJ Ä das Produkt aller Differenzen von k m mit sämtlichen 
übrigen Wurzeln X bedeutet und auf der rechten Seite ein un- 
wesentlicher Faktor \ unterdrückt ist. 

I. Hauptfall; 6 ungerade. 

v + 1 
Hier haben wir für ft = 0, 2, . . ., v — 1 — ~ — Gleichungen, 

aus denen die — ~ — Grössen C 4 , C 8 , . . ., C 9l ^ l} eliminiert werden 
können; dieses giebt uns 

} «> <p w )o - Co r " 2a> * (o) v ( * (8) * (4) • • • ^ (r " i} n (* w 8 - * w 2 ) 

H = 0. 

Auch diese Beziehung kann umgeformt werden ; wir geben sie in 
der einfacheren Gestalt weiter unten an. 

II. Hauptfall; n gerade. 

v 
Indem wir p = 0, 2, . . ., v setzen, bekommen wir -5-+I 

v 
Gleichungen, aus denen wir nach Elimination der -~- Grössen C v 

C 8 , • ••> C%v ü* e Beziehung erhalten: 

{(«T» <p w ) a -C %v -* o) V 0)1, \ fr (A (oa -A ( * )2 ) 

- {«, 9) (8) )a-Cjr 90 U (,)v } TT (A (08 -A W2 ) + -..- 

II. Hauptfall; <* ungerade. 

Hier setzen wir p = 0, 2, . . ., v — 2 und eliminieren aus den 

bezüglichen -~- Gleichungen die -^- — 1 Grössen (7 e , (7 10 , . . ., C^ (r-l) 

und bekommen dann: 
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\(<p m > <p (i \- er™ a (o) ^ 1 } n (x wi - i ww ) 

+ = 0. 

Die einfacheren Gestalten dieser vier Gleichungen , die man 
durch nicht sehr mühevolle Umformungen erhält, stellen wir im 
Folgenden zusammen: 

I. Hauptfall; 6 gerade. 

I. Hauptfall; 6 ungerade. 

"iTr + -Tr~ + " " + "Tir"- Ci 

(34) II. Hauptfall; 6 gerade. 

n. + n. + + n~ + il ° ' 

II. Hauptfall; 6 ungerade. 

il + n. + + n~ • • 

Was nunmehr die hier auftretenden Co Varianten C£ 2 "~ ,0) , G? v ~* a) 
angeht, so ist über sie Folgendes zu bemerken. Co Varianten vom 
Grade giebt es nicht, ausgenommen den Fall der constanten 
numerischen Zahl ; C%*~* tt> kann also nur für 6 = v existieren. 
Covarianten zweiten Grades giebt es dagegen mehrere, es sind 
dieses die Ueberschiebungen der Form / über sich selbst. Ihre 
Ordnungen sind, da f eine Form ungerader Ordnung ist, stets 
= 2, mod (4) ; genau dasselbe gilt von den hier auftretenden Co- 
varianten C£ ,r ~ 2a \ Die Ordnung einer Ueberschiebung ist jedoch 
höchstens 2n ; ist daher v > n , so müssen notwendig alle Cova- 
rianten Cf*~ to) für 6 < v — n verschwinden. Dasselbe könnte auch 
der Fall sein mit den Covarianten, die dieser Ueberlegung zufolge 
nicht notwendig = zu sein brauchen. Indem man jedoch auf 
die Entstehung der C?-™ und Gf-** aus der Determinante 
J(x f y m } A) zurückgeht und überall einen passend gewählten Term 
dieser Covarianten berechnet, erweist sich, dass in allen den 
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Fällen, in denen die C%*~* a \ (7 t ,v "" ,0) nach der soeben angestellten 
Ueberlegang nicht Null zu sein brauchen, sie in der That auch 
von Null verschieden sind. Wir bekommen demnach die folgenden 
wichtigen Beziehungen, wobei wir v>n (beziehungsweise v > n + 1) 
voraussetzen, da dieser Fall als die Fälle v < n und v = n (bzw. 
v<n + l) umfassend angesehen werden darf: 

I. Hauptfall: 

(y (8) > ¥\ , OA y'"), , ,r!iA_n 

n. iL n~ 

<f = 1, 3, . . ., v — 2. 

(35) II. Hauptfall: 

2 (y (0) , y'") a , 2( yW) 2( y<->, y<"') (y (W , y q _ 

n. n. n~ il 

tf = 0, 2, . . ., v-2. 
I. Hauptfall: 

n. + n. + + iL-, 

(36) n. Hauptfall: 

2«,y">), 2(y">,y">), 2(y ( -», y'"'), (y", A _ 

n. + n. + *" + n~ + il 

I. Hauptfall: 

6 = 0, 2, . . ., v — w— 2. 

II. Hauptfall: 

<* = 1, 3, . . ., v — n — 2. 

I. Hauptfall: 

<* = i/ — n, v — n + 2, ..., v — 1. 

II. Hauptfall: 

<* = v— n, v— n+2, ..., v — 1. 
In den Relationen (36) bedeutet E eine gewisse von Null ver- 



(37) 



(38) 



- 30 — 

schiedene Zahl; in den Relationen (37) und (38) sind die l iX) den 

A (X) 
Quotienten r==r- proportionale Grössen. 

llx 

Ist v = n (bzw. v = n + 1), so fallen die Gleichungen (37) 
fort. Ist v <z n, so erhalten wir überdies in (38) nicht alle Ueber- 
schiebungen, sondern nur einen Teil von ihnen und zwar die von 
den niedrigsten Ordnungen. Die beiden interessantesten Fälle 
sind daher gegeben durch v = w und v = n + 1; in jedem von 
ihnen kann man nach dem Vorigen alle Ueberschiebungen der 
Form f über sich selbst in einfacher Weise durch die irrationalen 
Invarianten und Covarianten X^\ qp^ darstellen. Insbesondere gilt 
dieses auch von dem Quadrate der Grundform f selbst ; auch für 
diese ist danach eine derartige Darstellung gegeben. 

Es sei noch bemerkt, dass man, wie C® V ~ %C) oder Of*"* auch 
die übrigen Covarianten C darstellen kann. Man gelangt dazu 
durch Elimination der übrigen C ( * v ~ ia) aus den Gleichungen (33). 
Es lassen sich daher auch gewisse rationale Covarianten 4., 6., 8., ... 
Grades durch die A^ } , tp {fl) darstellen. Wir gehen jedoch hierauf 
nicht näher ein. 

Die Formeln (35), (36), (37) zeigen, dass zwischen den qua- 
dratischen Covarianten der Formen (p^ gewisse von einander un- 
abhängige lineare Identitäten bestehen. Sie lassen aber noch 
weitergehende Schlüsse zu. 

Sind % #, % drei Formen v ter Ordnung, so bestehen zwischen 
ihren in den Coeffizienten linearen Covarianten gewisse lineare 
Relationen, von denen für uns die beiden folgenden wichtig sind 1 ): 

(9i *)»•*- (<P> ♦),-* — 2c i (<P> (*t Z)d-i + 2c * (% (♦• «)•)>-. + ■ • •, 
wo die c constante Grössen bedeuten. Wir bilden nun nach Auf- 
stellung sämtlicher Gleichungen (35), (36), für 6 =? 1, 3, . . ., v 
beziehungsweise 6 = 0, 2, . . ., v bezüglich die (v — 6) te Ueber- 
schiebung einer solchen Gleichung über yF* und multiplicieren mit 
c a . Addieren wir dann die so erhaltenen Gleichungen, so be- 
kommen wir unter Benutzung der soeben angeschriebenen Rela- 
tionen : 

I. Hauptfall: 

11" 



1) 8. Hubert, 1. c. pag. 410. 
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II. Hauptfall: 



yQQ\ Ho lll ll^» 

, (y y i y ) v - y (y^> y y y _ «.^ 

Beachten wir hierbei die Beziehung (30), so folgt 
I. Hauptfall: 

(40) II. Hauptfall: 

(9>*°, <p<^>), = J^IT M ; ** = 0, 2, . .., v-2. 

w», 9 °% = ^ n. 

Hierin bedeutet E' eine neue Constante. Die von Null verschie- 
denen vten Ueberschiebungen der Formen fp tfA} über einander ge- 
winnen hiernach eine sehr einfache Bedeutung; zugleich folgt, 
dass in beiden Hauptfällen das Quadrat der Functionalinvariante 
der Formen gp^ mit der Discriminante der determinierenden Glei- 
chung J(k) = übereinstimmt. 

Indem wir mit den Gleichungen (37), (38) dasselbe vornehmen 
wie mit (35), (36), erhalten wir weiter: 

I. Hauptfall: 

+ P(^>,9<-»)v.y (v) 

(41) H. Hauptfall: 

+ ^ <v ' 1) (y ( "\ y <v - 8, )v . y (F_1) + z (v V u \ y ( "% - y (,) 
= {y* , ß/M.^+j** , (ff a}^^ +a +-+{y < " ) , CT. /)..(/., 

Diese Gleichungen lassen sich bedeutend einfacher schreiben. Auf 
der linken Seite bleibt zufolge der Relationen (30) nur ein Term 
stehen, der zufolge der Beziehungen (40) zudem eine einfache Be- 
deutung besitzt. Was die rechte Seite der Gleichungen betrifft, 
so dient zu ihrer Vereinfachung die folgende Bemerkung. Es 
seien f } g zwei Formen nter Ordnung, h eine solche vter Ord- 
nung. Wir berechnen die Zahl aller linear unabhängigen Cova- 
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rianten dieser Formen, die in den Coeffizienten von jeder von 
ihnen linear und zudem vom Gewichte p sind. Diese Anzahl ist, 
wie man nach den Methoden des Abzählungscalcüls erkennt, gleich 
jp + 1. Wir nehmen insbesondere p = n. Zwischen n + 2 Cova- 
rianten der Formen f, g, A, die vom Grade 1, vom Gewichte », 
also der Ordnung v sind, besteht sonach eine lineare Relation. 
Solche Covarianten sind nun z. B. : 

\h,if,9\\., \h,(f,9\\^, ..,[h,(f, g).\ t ; \g,(f,h),\, 

wobei p+q = n ist. Wir schließen also, daß stets die identische 
Beziehung gelten muß: 

Indem man im Besonderen g = f, h = q> { ** nimmt und n als un- 
gerade voraussetzt, erhält man: 

\<P ¥ \ (f, f\\.c^+{<P l »(f, /),|._c,^ + , + - +{<, (f, f)^\ V, 

- \f, (f, v*%U 

Unsere vorher abgeleiteten Gleichungen (41) nehmen somit die 
Gestalt an: 

I. und II. Hauptfall: 
(42) \f, (/*, <p*\\ q = E'k«»<p«»; (i = 0, 1, . . ., v. 

Wir sind somit wieder zu unsrer Ausgangsgleichung zurückge- 
langt. Unsre Kette von Folgerungen ist damit geschlossen; wir 
erkennen, dass unser Formensystem 9 sich durch die Gleichungen 
(30), (35), (36), (37), (38) ebenso gut charakterisieren lässt wie 
durch die Gleichung (42), durch die es ursprünglich definiert war. 
Aber wir können sogar noch mehr sagen. Wir behaupten, 
dass die Gleichungen (30) mit den Gleichungen (35), (36) vollstän- 
dig äquivalent sind und daher einander ersetzen können. Denn 
erstens folgt aus der Existenz der Relationen (30) die der For- 
meln (35), (36). Seien nämlich 



^(x) = «r^+(^)ar^-^ f + 



+«r*. v 



für (i sss 0, 1, . . ., v i/ + l Formen vter Ordnung, für welche die 
Beziehungen (30) gelten, so müssen auch die folgenden Beziehun- 
gen bestehen *) : 

1) Vgl. denselben Schluss in der Hilbert'schen Abhandlung, pag. 412. 
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I. Hanptfall: 

n. Hanptfall: 

9 <w (*) 9°' (y) , ^ÜMÖi 4. 4. 9™ (*) 9>™M 



(9 



»9 h vP..i9 h 



Indem man auf diese Gleichungen die Operation Q° anwendet and 
alsdann y 1 = x t , y % = x 2 setzt, erhält man die Gleichungen (35), 
(36) wieder. Aber auch das Umgekehrte gilt. Die Existenz der 
Relationen (35), (36) zieht nämlich die von (39) nach sich, und da 
die Formen q> von einander linear unabhängig sind, so müssen in 
der That die in (30) angegebenen Ueberschiebungen verschwinden. 

Die Beziehungen (30) einerseits, (35), (36) andrerseits sind so- 
nach vollkommen gleichwertig. Nimmt man die Relationen (37), 
(38) hinzu, so gelangt man wieder zu der Ausgangsgleichung (42) 
zurück. Wir können dieses Resultat zusammenfassend in dem 
Satze aussprechen: 

Verschwinden für ein System von v + 1 linear un- 
abhängigen Formen <p v ter Ordnung alle quadra- 
tischen Invarianten mit Ausnahme der beziehungs- 
weise in Tabelle (31) angegebenen, so bestehen gleich- 
zeitig zwischen den quadratischen Covarianten des 
Formensystems <p beziehungsweise lineare Rela- 
tionen von der Art der Gleichungen (35), (36) — und 

umgekehrt. Existieren ferner obenein — ~ — bzw. -g 

Constante l von der Art, dass zwischen den quadra- 
tischen Covarianten die linearen Relationen der Ta- 
belle (37) stattfinden, dass zudem für die höheren 
Werte von 6 von 6 — 6 X ab die Coeff izienten der ana- 
logen Formen so beschaffen sind, dass diese sich als 
Ueberschiebungen einer Form über sich selbst auf- 
fassen lassen, dann und nur dann gehört das Formen- 
system y einer Grundform von der Ordnung n = v—6 1 
im Sinne der Gleichung (28) zu. Diese Grundform ist 
eben mit derjenigen identisch, deren Ueberschie- 

3 
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bungen jene Ausdrücke sind. Ihre irrationalen In- 
varianten A sind den Constanten l sowie den nicht 
verschwindenden quadratischen Invarianten des Sy- 
stems <p proportional. 

Der erste Teil dieses Satzes stimmt, wie selbstverständlich, 
mit dem betreffenden Satze der Hilbert'schen Abhandlung über- 
ein. Der zweite wesentlichere Teil beweist jedoch, dass die Zu- 
gehörigkeit des Formensystems <p zur Grundform f für Formen 
ungerader Ordnung complizierter ist als für Formen gerader Ord- 
nung. 

Damit ist die Eingangs dieser Arbeit gestellte Aufgabe im 
allgemeinen Falle als erledigt zu betrachten. Es bleibt uns jetzt 
noch übrig, die verschiedenen möglichen Ausnahmefälle zu be- 
sprechen. Dieses soll im folgenden Paragraphen geschehen. 

§4. 
Untersuchung der verschiedenen Ausnahmefälle. 

Die Herleitung der im vorigen Paragraphen besprochenen 
charakteristischen Eigenschaften des Formensystems <p machte von 
zwei wesentlichen Voraussetzungen Gebrauch. Erstens nahmen 
wir an, dass die v + 1 Wurzeln der determinierenden Gleichung 
J(X) = sämtlich von einander verschieden seien, zweitens 
setzten wir voraus, dass die Determinante J(x, y\ A), die zur Be- 
stimmung der Formen q> diente, nicht identisch verschwindet. Je 
nachdem wir nun die erste oder die zweite dieser Annahmen 
fallen lassen, erhalten wir zwei verschiedene Arten von Ausnahme- 
fällen, die wir im Folgenden eingehend untersuchen wollen. Durch 
wechselseitige Combination beider gelangen wir zu dem denkbar 
allgemeinsten Ausnahmefall, auf den wir am Schluss noch kurz 
hinweisen werden. 

Wir haben zunächst einige Vorbetrachtungen nötig. Wir be- 
trachten die folgende allgemeine Determinante: 
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x y 



(43) 




K. 



00) 



K 



10) 



Ä oi> • • •! 
2l m , . . ., 



Jx ov A, 






y l r 



'W 




ViVT 1 , 



v% $ • • •} 

(^.Vr 1 -Qy,T w 



JL n ( L) A, A VI , • . ., 



'Y*1 



(-i)% (-w. . . ., (-i)x 



**/**> v 



#, 



9) 



X 



im* 



-gkaT.-. (-1)X. o, 



U, t • ., 







-0- 



»»af"^, ...,(-!)•*?»', 0, 



U, • . ., 







die durch ä + 1 -fache Ränderung aus der Determinante J{k) her- 
vorgeht; x v x %] a*l\ af ; ...; <>, a*>; y t , y f ; y<*>, y«>; . . ., y™, y™ 
bedeuten darin 2 (*r + 1) Reihen von binären Veränderlichen. Diese 
Determinante (43) zeichnet sich durch gewisse Eigenschaften aus, 
die wir zunächst abzuleiten haben. 

Entwickeln wir die Determinante nach Potenzen 
von A: 

x y 



. . 



x m y (n) 

so sind die hierbei auftretenden Coeff izienten C 91 C V 
..., C v _„ sämtlich Covarianten der Grundform f\ sie 
sind von der Ordnung v in jeder der 2(jr+l) Variablen- 
reihen x, x {l \ . . ., x tn) ) y, y (,) , ..., y {n) und beziehungsweise 
von den Graden 0, 2, 4, .. ., 2(v— it) in den Co effizienten 
der Form f. 

Um den Beweis dieses Satzes anzudeuten, bemerken wir, dass 
die Determinante (43) in ähnlicher Weise zur Konstruktion ge- 
wisser irrationaler invarianter Gebilde der Grundform dient wie 
die früher betrachteten Determinanten J(X) und ^/(#, y;A); wir 
werden darauf sogleich näher hinweisen. Im Uebrigen gelten die 
analogen Schlüsse wie bei dem Beweise des invarianten Charakters 
von J(k) und J(x, y\ A). 

3* 
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Weiter betrachten wir die Differentialquotienten der Deter- 
minante (43) nach A. Wir können unsre Determinante, allein als 
Form der beiden Variablenpaare x v x t \ y l} y % betrachtet, unsym- 
bolisch and symbolisch folgendermassen darstellen: 

\x m Y n) / 

Dabei ist, wie man leicht erkennt, J* diejenige Determinante, 
welche durch Unterdrückung der beiden Reihen, denen K %1 ange- 
hört, aus der Determinante 

W : : * 

\ at n > y ™ 

entsteht, also bis auf das Vorzeichen (— l) l+ * gleich der bezüg- 
lichen Unterdeterminante. Der Ausdruck 

( 44) -±(-iy(l)ju - ^..^v...^ 

stellt nunmehr eine Invariante dar, die zu den erwähnten Diffe- 
rentialquotienten in einer eigentümlichen Beziehung steht. 

Wir setzen, um den ersten Differentialquotienten zu bilden, 
in der ersten, zweiten, . . ., (i/ + l)ten Horizontalreihe der Deter- 
minante 

beziehungsweise l„ A„ ..., I, statt A, wodurch diese übergehen 
möge in J'. Dann ist offenbar 






dJ 
Andrerseits ist 



dJ' dJ' dJ"l 

dX t dX t ^rh t = i l = ... = l r = i 



= (-1)"A^ + . 
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so dass wir erhalten: 

Die Vergleichung der Formeln (44) , (45) , (46) liefert die Bezie- 
hung: 

dJ[ : : k 

dk " = (■ 1 ^^...^V...f ) ^ 



Ihre tf-malige Anwendung führt zu dem Satze: 

Schreiben wir die Determinante (43), allein als 
Form der Variablen reihen x, z il) , . . ., x (a ~ l) ; y, y (1} , . . ., y {a ~" 
betrachtet, in der symbolischen Gestalt: 

x y 

\ : : I ~ * a) -"^ n) y (ö) • • • y {n) ' ' ' ' rf°~ l) p y {a - l) ' 

>y*> 

so gilt für die lineare Invariante dieser Form die 
Beziehung: 

d a Jl : : k 



= (-1) 



^V 



dk 1 



Des Weiteren werfen wir eine Frage auf, die als eine Erwei- 
terung unsres eigentlichen Problems anzusehen ist, nämlich die 
Frage nach den Formen # f , welche die Bedingungen 

erfüllen, wobei u, w 0) , . . ., u (t) verfügbare Grössen bedeuten. Die 
Gleichungen (48) zerfallen in v + % + 1 einzelne Gleichungen, denen 
wir als (v + r + 2)te noch die folgende hinzufügen: 

«X+f jWi*r i Si + "-' + *o*I-** = 0. 
Wir haben somit jetzt v + r+2 Gleichungen für die v + r + 3 
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linear und homogen auftretenden Unbekannten a , a„ . . ., a„ u, 
u w , . . ., u w , i> t , deren Bestimmung in bekannter Weise , von 
einem Proportionalitätsfaktor abgesehen, das Resultat liefert: 



** = A 



«?> = J\ 



x y 

• • 

x w y 

\ \ r 



u t = J\ 



uf = J\ 



X w y w 

at* y w 



x™y 

x™ fj^ 



x <y*-v. 



Nach Einsetzung dieser Werte muss die Gleichung (48) identisch 
erfüllt sein; ihre Differentiation nach A ist darum gestattet, und 
wir erhalten: 



(49) \f, (f, 



a"*,\ ) , ö ^ a-*», a<x ax* w _ 



Nach diesen Vorbetrachtungen wenden wir uns zur Bespre- 
chung der Ausartungen des Systems der irrationalen Covarianten 
<p. Erstens behandeln wir den Fall, dass die determinierende 
Gleichung J(X) = eine mehrfache Wurzel besitze. Es sei 
A = A (0) eine p + 1-malige Wurzel dieser Gleichung. Dagegen soll 
die Determinante J(x, t y; A) für A = A (0) nicht identisch verschwin- 
den. Unser Ausnahmefall ist dann durch folgende Kriterien 
charakterisiert : 



(50) 



^§P- + 0; J(z, r ,n + o. 



Um diesen Ausnahmefall zu untersuchen, benutzen wir die 
Formel (49) für r = 0, 6 = 0, 1, . .., q und A = A (,) ; sie geht 
unter Berücksichtigung der Kriterien (50) über in 

*„ = J(x, y; n 

dj> t _ dJ(x,y; k m ) 
dA w) — öA <0 ' 

dij> t 



Vt (f, äis«)j f " 



!--& + ♦. 



dA 



(0) 



A (0) ö '*, , o -ro 



dA 



(0) 



H2 



dA 



(0) 



d9 A\ 1 _ 



ö«v. , . *-*♦, 



r V' öA (,) «j.l. ~~ ^ dX^'o +<f dX M "~ l 



a»» t _ dVfo y; A' 0) ) 

aA (Wf ~~ aA (,) * 

#& _ &>J(x, y, A (M ) 

aA (0) « — aA <0) « 



— 39 - 

Die erste der hier eingeführten q + 1 Formen von x und y muss 
im Wesentlichen mit unsrer früheren Form <p (0) identisch sein; es 
ist daher der Ansatz berechtigt: 

*o = r\x) x w (y) 

wo V (0) = qp (0) der Uebereinstimmung der Bezeichnungsweisen hal- 
ber gesetzt ist. Für die übrigen Formen - -y^, . . . bekommen wir 

damit ebenfalls gewisse Ansätze, so dass wir im Ganzen das Sy- 
stem von folgenden q + 1 Gleichungen haben : 

*» = tf <w (*k <<0 («/) 
T\w& = * <, W°'(y)+V' H W ,) (y)+^W ,, (y) 



^i Pl = * <?> W * <w (y) + ^" (*) x w (!/)+-+ <r (?) z' ?) fr). 

Damit haben wir ein System von Formen ^ f0> , ^ (l) , . . ., V (<?) einge- 
führt, für welches die Gleichungen gelten: 



\f,(f,r\}, = a (, v 
(5i) {/',(/;* (, %i, = *<><•>+* 



(O) .|.(0) 

(0) 



(52) ^^%£r^- = ^W^+^'W^H^W*^) 
V^a*««*"* = * <? W%)+^ I W>)+---+* <, W ,> (y)- 

Nennen wir eine Formenreihe, für welche ein derartiges Glei- 
chungssystem gilt, die p-fache Fortsetzung der Ausgangsform, 
so haben wir den Satz gewonnen: 

Die den Kriterien (50) entsprechende Ausartung 
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bedingt für die Form <p (0) die Existenz einer ^-fachen 
Fortsetzung, deren Repräsentanten ^ (0j , ^ (1) , . . ., ^ 
durch die Gleichungen (52) definiert sind — und um- 
gekehrt. 

Dass nämlich auch die Umkehrung gut, beweist man durch 
einfache Umkehrung unsrer vorhergehenden Schlüsse. Wir be- 
merken noch, dass die gleichzeitig eingeführten Formen % mit den 
Formen ^ wesentlich äquivalent erscheinen. 

Das System der Formen ^ (0) , ^ CI) , . . ., ^ ist nun im stände, 
die Formen g> m = ^ (0) , q> (l) , . . ., qp <9) , von denen die q letzten 
hier in "Wegfall kommen, vollständig zu ersetzen. Wir wollen 
den Beweis dieser Thatsache hier nicht vollständig ausfuhren, 
sondern nur Folgendes bemerken. Für die Ueberlegungen des § 3 
waren ausser den Formeln (26), (27) vor Allem zwei Eigenschaften 
des Formensystems <p wesentlich: erstens die lineare Unabhängig- 
keit der Formen 9 und zweitens das Verschwinden gewisser qua- 
dratischer Invarianten dieser Formen. Dass diese beiden Eigen- 
schaften auch für unser neues System von Formen ip {m = <p w , 
f {t \ . . ., i/* } qp (?+1) , . . ., <p w bestehen , wollen wir hier noch näher 
begründen. 

Die Formen ^ (0) = <p (0) , ^ (I) , . . ., 1>*\ y«*», . . ., <p (v) sind 
von einander linear unabhängig. 

Wir nehmen an, es bestände zwischen ihnen eine lineare Re- 
lation mit constanten Coefüzienten, etwa die folgende: 

c (0) ^ (0) + c (1 ^ (l) + --. + c^ ) ^ ) + c^ 1 >^ I) + --- + c (r > (t) = 0. 

Berücksichtigen wir die Gleichungen (51), (28), so finden wir in 
analoger Weise wie auf pag. 21, dass auch die Relation bestehen 
muss: 

(c (0) A (w + c (1) ) ^ + (c (I) A' 0) + c w ) * (1) + • • ■ + (dr° A (0) + tft) jfr° 
+ ^ ) A ( ^ ) ^ ) + c ( e fl) A ( ^ ,) 9 ( ^ 1) + ... + c a U (,0 9 w = 0. 

Ebenso ergiebt sich weiter: 

(c (0) X (0) 8 + 2c (1) A (0) + c w ) tf (0) + (c (l) A (0) * + 2c (,) A (0) + c (,) ) tf (1) + • • . 

(c i0} A (0) * + ( * ) c ci) X m *~* + . . . + J0\ v (0> + • • • + <f* A (0) ^^ 
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/ c (0) A (.,r + /V\ 



(1) 1(0) f-l 



c w X 



+ •" + 



( V ) c® A (0) *"*} # (0) + • • • + c® vT v 1jW 



+ c^ 1 * k<*+ i)r <p*+ l) + • • • + c w X ir)1f <p iv) = 0. % 

Damit haben wir v + 1 Gleichungen, aas denen wir durch Elimi- 
nation der v + 1 Grössen V (0 \ # (! \ • • •> <P W erhalten: 



= 



,(0) 



■ • •• C 



C (0) A («) + C (» 



/.«P)1(0) r (r)i(r) 



,00 iM* 



• • »J V #V | • • •} V Ar 



c ») A (0) e+ ^\ c (i) A (0)(>-i + ... + c (^ 

c (0) A (0)y +(^c (l) A (0) ^ , + ... + ( 1 ')^ , A (0) ^, 

Seien für einen Augenblick in einer festen Vertikalreihe der hier 
auftretenden Determinante die einzelnen Elemente v oi v v . . ., t>„, so 
addieren wir zu v x die Grösse — k m v , zu v % ebenso — 2A (0) t? 1 + A (0), t? , 
zu t> 8 ebenso — SA^Vj + SA^'Vj — A (0)s v usf.; dadurch erhalten wir: 

v j 1/ y • • •) 1/ j 1/ j * * "9 

rf°, *",..., 0, ^"(A^-A*'), ..-, «^(A^-A«») 
c«\ c"', . . ., 0, ^"(A^-A'T ••-, c ( *'(A (tt -A (0 7 



= 



o, o, ..., o, ^"(a^-a'T", ..., c <o (^ <w -r')^ , 



0, 0, ..., 0, ^"(A^-A'T ..., c i «(i m -x ( y 

Biese Determinante ist jetzt leicht auszuwerten ; wir bekommen : 
= (X«* - X m )* x (A«? 4 * - X m )<* 1 . . . (X M - A'T" 1 e**' c^ l) . . . c M • 

1, 1, . . ., 1 

X<* ° - A W) , A* 1 * - A (w , . . ., X M - A (0) 



(X^-X^y-*-*, (X*** - X m )*-*- 1 , ..., (A w -A tt> ) , ^- , 
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Da wir voraussetzen, dass die Wurzeln A (0) , X^" l \ . . ., X M von ein- 
ander verschieden sind, so müsste hiernach eine der Grössen 
c<&, c^ , . . ., c (v) gleich Null sein. Sei etwa c® = 0. Dann kann 
man durch ganz analoge Schlüsse nachweisen, dass auch c Ml ~ li t 
c { Q~~*\ . . ., c (l) gleich Null sein müssen. Es bestände also eine li- 
neare Relation zwischen den Formen q> <0) , q>^ l \ . . ., q> w , welche 
lauter verschiedenen Wurzeln l zugehören , was nach § 3 nicht 
möglich ist. — Sei andrerseits eins der andren c, etwa c (r> , gleich 
Null, so gelangen wir wiederum durch analoge Schlüsse dazu, 
dass auch c^'" 11 , . . ., c^" ° verschwinden müssen. Es bestände so- 
nach eine lineare Relation zwischen den Formen # (0> , ^ (1) , . . ., ^. 
Die Bedingung hierfür ergiebt sich aber auf demselben Wege wie 
vorher zu 



= 



c (0) c (1) . . . <f* 
c (,) c (8) ... 

d* ... 



= ± c^ )efx , 



und damit würden wieder alle übrigen c verschwinden ; eine li- 
neare Relation kann also zwischen den Formen # C0) , # (,) , . . ., lf& f 
q> <Qhl \ . . ., q> w nicht bestehen. 

Zweitens haben wir zu untersuchen, ob einige der quadra- 
tischen Invarianten der Formen ^ {0) , . . ., q> {v) verschwinden , bezie- 
hungsweise welche von ihnen verschwinden. Wir haben drei ver- 
schiedene Gruppen dieser Invarianten zu unterscheiden: 

1) die vte Ueberschiebung einer Form # über die zu einer 
einfachen Wurzel gehörige Form q> ; 

2) die vte Ueberschiebung einer Form rj; über eine andre 
Form # oder über sich selbst; 

3) die vte Ueberschiebung einer Form ^ über eine der zu 
einer andren mehrfachen Wurzel von J(k) = zugehörigen For- 
men %. 

Um diese drei Fälle zu behandeln, gehen wir von der Formel 
(29) aus. Da diese besteht, welches auch immer die Formen 
qp*°, <p m seien, so schliessen wir, dass stets die Relation gilt: 

(53) { \f, (f, 9> ( *U. 9 *> j , = (- ir j \f, (f, 9>""),]„ »"» \ „ 

wobei über die Beschaffenheit der Formen ip lu \ q> i%) nichts voraus- 
gesetzt ist. Ist nun q>™ = ^ (x) und g> <, " ) eine zu einer einfachen 
Wurzel k^ zugehörige Form, so folgt für x = 0: 
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also auch 

«, r\ = o. 

Die Wurzel X m = — X m ist nämlich jedenfalls keine einfache 
Wurzel, und der Fall X^ = A (0) = gehört nicht hierher. Für 
x = 1 wird: 

also unter Benutzung der eben abgeleiteten Formel: 

So können wir fortfahren und erhalten den Satz : 

Die vten Ueberschiebungen einer Form# über die 
zu einer einfachen Wurzel zugehörige Form <p ver- 
schwinden sämtlich. 

Was den zweiten Fall anlangt, so folgt für die vte Ueber- 
ßchiebung zweier Formen ^ über einander nach (63) : 

(B4) 2A (0) ty (X) , ifl») 9 = (-l) r+I (^ <tt - ,) , * flö ) r -(^- |) l i^X 

Ist eine der beiden Zahlen x, ft gleich Null, so fällt auf der rech- 
ten Seite ein Term, sind beide = 0, so fallen beide Terme fort. 
Sei zunächst A (0) =f= 0. Die Formel (54) zeigt dann , indem 
man x, p immer grössere Werte annehmen lässt, von x, ft = 0, 0; 

0, 1; 1, 1 aus beginnend, dass sämtliche vte Ueberschiebungen 
verschwinden müssen. 

Es sei andrerseits X iQ) = — ein Fall , der besonderes In- 
teresse beansprucht, weil gerade er häufig als Ausnahmefall bei 
ganz allgemein gehaltenen Coeffizienten der Grundform f auftritt. 
Aus (54) erhalten wir: 

(55) (#•">, if«% = (_l)*-«ty<*-» ^% 

Die Anwendung dieser Formel für x = ; ft = 1, 2, . . ., q zeigt 
das Verschwinden aller Invarianten (^, ^ (x) ), für x = 0; p = 0, 

1, 2, . . ., 9 — I; ebenso ihre Anwendung für x = 1; (i = 1, 2, . . ., 
q — 1 das Verschwinden aller Invarianten für x=l;^ = 0, 1,..., 
9—2 usf. Für die übrig bleibenden Wertepaare von x, ft können 
wir nichts weiter schliessen; es besteht aber für sie die Relation 
(55). Wir gewinnen somit das Resultat: 

•Die vten Ueberschiebungen einer Form ^ über 
sich selbst oder eine andre Form ^ verschwinden, 
sämtlich, wenn die mehrfache Wurzel X m 4= ist« I s * 
aber A (0) = 0, so verschwindet (^ ^ u \ für folgende 



- 44 - 
Wertepaare von x, (i 

x = 0; (i = 0, 1, .. ., p — 1 

(56) x = l; f* = 0, 1, ..., p-2 

x = (>— 1; ft = 0. 

Für die übrigen vten Ueberschiebungen besteht die 
Relation (55). 

Was endlich den dritten Fall betrifft, so giebt uns die An- 
wendung der Gleichung (53) auf zwei Formen, von denen die 
eine ^ (x) zur mehrfachen Wurzel X = X l0 \ die andre % {fi) zur mehr- 
fachen Wurzel X = X w gehört, die Beziehung : 

(i m +nw %) ,z ( % = (-ir , (^- , \r%--(^" i u (ü> v 

Wir gelangen in derselben Weise wie beim zweiten Falle zu dem 
Satze : 

Die i/ten Ueberschiebungen einer zur mehrfachen 
Wurzel A (0) gehörigen Form 1> über eine zur ebenfalls 
mehrfachen Wurzel X m gehörige Form % verschwin- 
den sämtlich, wenn X w 4= -A (0) ist. Ist aber 1« = -A (0) , 
so verschwindet (^ (x) , % (u) ) y für die folgenden Werte- 
paare von x, p: 

x = 0; ft = 0, 1, ..., q— 1 

(57) x = l; ft = 0, 1, ..., p-2 

x = p— 1; (t = 0. 

Für die übrigen vten Ueberschiebungen besteht die 
Relation: 



(58) tfr», A = (-1)* +, (* <X - 1) , Z ( '") 



r 



Dass in Wirklichkeit auch nicht alle quadratischen Invarianten 
des Formensystems #, <p verschwinden dürfen, ist wegen der li- 
nearen Unabhängigkeit dieser Formen notwendig (vgl. pag. 24). 

Hiermit sind die Grundlagen für die weitere Untersuchung 
des Formensystems fy q> gegeben; es treten dabei an Stelle der 
Gleichungen (26), (27) für p = 0, 1, . . ., q die Gleichungen (52). 
Wir wollen unsre früheren Schlüsse hier nicht wiederholen, son- 
dern nur kurz auf das Resultat hinweisen. Wir gelangen, wie im 
allgemeinen Falle, zu linearen Relationen zwischen den quadra- 
tischen Covarianten des Formensystems ^, g>, welche einerseits 
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dazu dienen können, das Formensystem als eines von der betref- 
fenden Ausartung zu charakterisieren, andrerseits die Darstellung 
gewisser entsprechend ausgearteter Covarianten der Grundform f 
gestatten. 

Wir wenden uns zur Behandlung des zweiten Ausnahme- 
falles, der zunächst durch das identische Verschwinden der Cova- 
riantenbildung J(x, y, A (0) ) charakterisiert war. Wir behandeln 
jedoch sogleich einen allgemeineren Ausnahmefall, indem wir an- 
nehmen, dass ausser der genannten auch noch weitere der ge- 
ränderten Determinanten (43) identisch verschwinden; etwa 

( X i V x 
* 0> f r> 

Alsdann müssen auch die Invarianten dieser Formen verschwinden 
und somit zufolge (47) auch die Differentialquotienten 

*'(n _ o aV(A (0) ) _ Min _ n 

sein. Setzen wir fest, dass eine Ausartung höherer Art augen- 
blicklich nicht eintreten soll, so werden wir die augenblickliche 
Ausartung durch die Kriterien 

J[& y, n = 0, ^( Jojcui«) - 0, . . ., A f f i« j - 

(59) \ir ir n I 

dk mr+l T 

charakterisieren können. Uebrigens zieht dabei das Verschwinden 
der letzten Determinante 



x y 

x <» v (d 



das Verschwinden aller vorhergehenden nach sich, wie man leicht 
beweist. 

Um nun diesen Ausnahmefall näher zu behandeln, wenden wir 
uns zur Betrachtung der durch das Gleichungssystem (48) reprä- 
sentierten v+t+1 linearen Gleichungen zurück. Wir setzen 
t = r und erhalten dann ein System von v+r + 1 homogenen 
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Gleichungen mit den v + r + 2 Unbekannten a , cc v . . ., a„, u, u {l \ 
. . ., u (r) , dessen Determinante sicher von Null verschieden ist. 
Wäre sie nämlich = 0, so würde nach (47) auch das Verschwin- 
de 1 -*/ U (0) ) 
den von — ^y^ — - folgen, was nach (59) ausgeschlossen ist. Die 

Lösungen des Gleichungssystems sind somit eindeutig bestimmt; 
es ergiebt sich zunächst 

u = 0, m (,) = 0, . . ., w (r) = 0. 

Unser Gleichungssystem geht somit über in das folgende: 

«,,(*«>) = 0, ^(0 = 0, ..., ^ r(a:W) = o. 

Wir erkennen daraus, dass wir für if> r den Ansatz machen können: 

x y 



■ • 



x M y w 

Nun verschwinden aber in der Determinante J(X W ) sämtliche 
Unterdeterminanten rter Ordnung, weil 

x y 

J\ * y . X m \ = 

ist. Wir erkennen somit, dass, so lange der Form ip r noch nicht 
die Bedingungen t r (x {l) ) = 0, . . ., # r (a? (r) ) = auferlegt sind, also 
lediglich die Gleichungen (19) zu der Bestimmung ihrer Coeffi- 
zienten vorliegen, r+1 dieser Gleichungen (19) immer eine Folge 
der v— r übrigen sind. Wir erhalten dann eine r-fach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Formen, so dass wir schreiben können: 

4> r = {^ (0) (aO^ (0) (* (1 \ * (,) , ..., a^ + ^fc)* ^ **\ ..., * (r) ) 
+ .-- + ^(*)^(a^ f x™ ..., ct r) )\i(y, t\ ..., y (r> ). 
Da 



x y 

J\ x . y . X 



x (r) y W) 



für x = x il \ ebenso für x = a^, . . ., # = a? (r) gleich Null wird, so 
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ergiebt sich weiter: 

+y r) (x il) )i>" ) (x ll \ ..., *'") 

— ^«W^ 11 , ..., a ( ") + V < "(* ( ")4> (,) (* a) , . . ., *") + •■• 

+ 4/" (x (t) ) #<"(:*<", ..., x lr) ) 

= ^ (0, (a;" ) )^ 0) (^ u , ..., x (r) + i> w (x' T) )f w (x u \ ..., x lr) ) + ~- 

Demnach folgt, dass die Grössen ^ (0) (x (U , . . ., x""), * m (x (,) , . . ., * (r) ), 
..., V'"^ 1 ') •••» *" } ) his auf das Vorzeichen den r-reihigen De- 
terminanten der Matrix 

^ (0) («<") */" (x w ) i> a) (x m ) . . . ^ (x m ) 
jm (got) ^u> (#*>) f» (a;«)) . . . ^) (««>) 

tf (0) (x ( ") l> M (x w ) i> a, (x fr) ) . . . V w (* w ) 



proportional sind. Wir erhalten dadurch für W(x, x*", 
den Ausdruck 

i> m (x) 1> w (x) ...«/"(s) 



, o 



*P = FC»"', . . ., *<") 



^<«(a/»)^">(a;«>)...^"(^'>) 



worin JF eine Funktion ist , die nur von x"', . . ., x' r) abhängen 
kann. Da sie aber ungeändert bleiben muss, wenn man x mit 
«"' oder x i%) . . . vertauscht , so muss sie eine absolute Constante, 
etwa = 1 sein. Eine ganz analoge Ueberlegung gilt natürlich für 
die Form X{y, j/ <0 , . . ., y*' 1 )» un ^ VYC gelangen somit zu folgender 
Darstellung der Form ip r : 



(60), 




x (r Y y 



i> m (x) 1>™(x) ...1>*>(x) 

4» (««')^«> (x a> )... i> M (x m ) 






*»•«) **»«)... **(*") 




f^z^W.-fW 



Die Formen % sind dabei von den Formen t nicht wesentlich ver- 
schieden. 
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Wir haben somit das Ergebnis: 

Die den Kriterien (59) entsprechende Aasartung 
bewirkt, dass der Wurzel X l0) jede Form einer r-fach 
unendlichen linearen Formenmannigfaltigkeit zu- 
gehört — und umgekehrt. 

Diese Formenschar ist durch (60) bestimmt, wenn man darin 
die Grössen x n \ x w , . . ., x M als variable Parameter ansieht. Die 
Formen tf (0) , V (l \ . . ., * (r) ersetzen die Formen g> (0) , g> (,) , . . ., g> M 
vollständig. Die Formen ^ 0) , ^ (,) , ..., ^ (r> , 9> (r+,) , . . ., <p™ sind 
von einander linear unabhängig. Ihre vten Ueber- 
schiebungen sind teils 0, teils durch die Wurzeln A 
darstellbar. 

Schreiben wir ferner das obige Determinantenprödukt (60), 
als Form der 2 (r + 1) Variablenreihen x, x {l \ . . ., x lr) ] y, y a \ . . ., y (r) 
betrachtet, symbolisch in der Gestalt: 

a x Py a at l > fy l) ' ' ' *x M ^y w ' 

so erhalten wir mit Hülfe der Relation (47) leicht die folgenden 
Beziehungen : 

dJ (x, y, n _ d*J (x, y, n _ ST >J (x, y, A ( ") _ 

(61) 

y: } - «wn* . . . (« fr w 

Die Gleichungen (61) treten an Stelle der Gleichungen (26), (27) 
für (i = 1, 2, . . ., r. Die dem allgemeinen Falle analoge Unter- 
suchung führt alsdann zu linearen Relationen zwischen 
den quadratischen Covarianten des Formensystems 
if>, qp, welchen die schon oft besprochene Bedeutung zukommt. 

Durch Verbindung der beiden bisher besprochenen Ausnahme- 
falle gelangen wir endlich zum denkbar allgemeinsten Ausnahme- 
fall, über den wir nur noch wenige Bemerkungen machen wollen. 
Setzen wir zur Abkürzung 



4, — A * y . i» , ä% = 



* y \ 

: : A I» -** — dl m% ' 

i c *- | y*- ,) / 

so ist, wie eine leichte Ueberlegong zeigt, die allgemeinste Aus- 
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artnng durch die Kriterien bestimmt 1 ): 

4 + i 4=0 
A r — 0, A l T — 4? = 0, ^J" + 

(62)^ = 0, ^-. = 0, ..., ^t ei+l =0, Jj+ ft+a *0 

Ans dem Verschwinden von -4 r , -4*, . . ., A q r folgt nämlich von 
selbst das Verschwinden von A T _ V -4'_„ . . ., A^\, und eine höhere 
Ausartung wird erst dadurch bedingt , dass auch noch A^ t . . . 
verschwinden; analog schliesst man weiter. 

Die allgemeinste Ausartung bedingt für dieForm 
qp (0) eine Fortsetzung höherer Art — und umgekehrt. 

Man beweist dieses durch Anwendung der Formel (49), deren 
Anwendung für 

r = r; 6 = 0, 1, . . ., q 

t = r-1; 6 = q + 1, 9 + 2, ..., Q + Q t + 1 

x = 0; 6 = p + pxH \-Qr-i + r > •••> P + PiH \~Q, + r 

das System von Gleichungen: 

(sn \r (f £h.\ \ - i« ö °** , g #" »« 

liefert. 

Aach in diesem Falle lässt sich ein System von Formen # <0) , 

*», .... ^+»»+-+»'+Ö 9 («+».+ -+«r+H-D > ##p| ^ konstrnie . 

ren, welches entsprechende Eigenschaften besitzt, wie 
die Formen <p des allgemeinen Falles. Wir können an dieser 
Stelle nicht näher darauf eingehen. — 

Damit dürfte die Aufgabe, die wir uns am Beginne dieser 
Arbeit gestellt haben, als erledigt zu betrachten sein. Wir haben 
gefunden, dass es in jedem Falle möglich ist, ein System von 
v+1 linear unabhängigen Formen vter Ordnung zu konstruieren, 
das zu einer Grundform ungerader Ordnung in einfacher Bezie- 
hung steht. Damit beherrschen wir aber auch die Beziehungen, 
die eine beliebige Form vter Ordnung zur Grundform besitzt. 



1) Vgl Hubert, L c, pag. 426 ff. 
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Der Zweck dieser Arbeit, die Resultate der Abhandlung von 
Herrn Prof. Hubert, die sich nur auf Formen gerader Ordnung 
bezog, auch auf Formen ungerader Ordnung auszudehnen, dürfte 
damit erreicht sein. 



Zum Schlüsse möchte ich meinem hochverehrten Lehrer, Herrji 
Prof. Dr. Hubert, der mich während meiner Studienzeit stets mit 
förderndem Rat unterstützt hat und dem ich auch die Anregung 
zu dieser Arbeit verdanke, meinen herzlichsten Dank aussprechen. 



Lebenslauf. 

Ich, Sophus Marxsen, am 5. April 1877 zu Pinneberg (Hol- 
stein) geboren, besuchte das Gymnasium zu Altona, welches ich 
Michaelis 1894 mit dem Zeugnis der Reife verliess. Ich widmete 
mich alsdann dem Studium der Mathematik, und zwar studierte 
ich von Mich. 1894 bis Mich. 1895, von Mich. 1896 bis Ostern 
1898 und von Ostern 1899 ab in Göttingen, von Mich. 1895 bis 
Mich. 1896 in München. Von Ostern 1898 bis Ostern 1899 war 
ich als Hauslehrer auf einem Gute in Holstein thätig. Das Staats- 
examen bestand ich vor der Kgl. Wissenschaftlichen Prüfungs- 
kommission zu Göttingen am 24./25. November 1899. Seit dem 
1. April 1900 diene ich als Einjährig -Freiwilliger beim 2. Hessi- 
schen Infanterie-Regiment No. 82 zu Göttingen. Ich besuchte die 
Vorlesungen der Herren Professoren und Dozenten: 

in Göttingen : Baumann, Hubert, Klein, G. E. Müller, Riecke, 
Ritter (f ), Schoenflies, Schur, Voigt, Wagner, H. Weber ; 

in München: Föppl, Lindemann, v. Miller, Pringsheim, Seeliger, 
Sohncke. 

Allen diesen meinen verehrten Lehrern spreche ich an dieser 
Stelle meinen herzlichsten Dank aus. 
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